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Аннотация

При проведении топологических квантовых вычислений важную роль
играет операция переплетения нулевых мод. Одним из способов её
реализации является использование краевых майорановских состоя-
ний, самостоятельно перемещающихся вдоль границы [1]. В данной
работе исследовано поведение подобных краевых состояний в шести-
угольной модели Китаева, описано их применение при проведении
топологических квантовых операций и предложен способ экспери-
ментальной реализации подобной структуры.
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Введение

Квантовые вычисления являются одним из интересных направлений
современной физики. Однако все реализации квантового компью-
тера подвержены воздействию внешних шумов, значительно огра-
ничивающих время когерентности и, соответственно, время работы
квантового компьютера. Использование топологически защищенных
квантовых состояний предположительно может повысить устойчи-
вость элементов квантового компьютера к внешним воздействиям и
сделать его более пригодным для решения прикладных задач.

Основная операция над топологическими модами, брейдинг (braiding
- переплетение), может быть автоматизирована, если в качестве со-
стояний будут использоваться киральные краевые моды [1]. Данные
возбуждения локализованы вблизи границы из-за наличия щели в
объемном спектре и движутся вдоль края с постоянной групповой
скоростью, что позволяет переставлять их в пространстве без при-
менения дополнительных внешних воздействий.

Киральные краевые состояния возникают в шестиугольной моде-
ли Китаева при приложении внешнего магнитного поля [2]. Спектр
возбуждений в невозмущенной модели Китаева может быть найден
точно, что позволяет аналитически описать поведение краевых мод.
Изначально модель была построена из теоретических соображений,
однако есть первые эксперименты, подтверждающие существование
твердых тел с подобными взаимодействиями [3]. Зависимость объем-
ной щели в спектре от приложенного магнитного поля подтвержде-
на экспериментально [4, 5]. Для проведения операций над краевыми
модами можно также использовать структуру сверхпроводниковых
кубитов, эффективно моделирующую взаимодействия в модели Ки-
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таева [6, 7].
Целью данной работы является исследование краевых состояний

в шестиугольной модели Китаева и описание возможного способа
экспериментальной реализации квантовых операций с краевыми мо-
дами в структуре сверхпроводниковых кубитов. Первая часть дан-
ной работы содержит получение аналитического спектра и коорди-
натного представления краевых состояний. Во второй части проана-
лизированы различные воздействия на границу решетки модели Ки-
таева и описано проведение операции обмена между внешним ку-
битом и краевым состоянием. В третьей части описана структура
кубитов, основанная на [6], позволяющая экспериментально полу-
чить шестиугольную модель Китаева с необходимыми параметрами
взаимодействия.

5



z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

z

yx

Рис. 1: Шестиугольная решетка модели Китаева

1 Граничные состояния в шестиугольной
модели Китаева

В данном разделе описано получение спектра краевых состояний в
шестиугольной модели Китаева. Исходные рассуждения повторяют
вывод спектра возбуждений в B-фазе данной модели при наличии
внешнего магнитного поля [2]. Затем рассмотрены два типа границ
решетки - zigzag и armchair. Дли них аналитически найдены спектры
краевых мод и координатные распределения функций плотности ве-
роятности краевых состояний.

1.1 Шестиугольная модель Китаева

Данная модель [2] была предложена как одна из точно решаемых
двумерных спиновых систем. В узлах шестиугольной решетки (рис.
1) расположены спины 1/2, взаимодействующие следующим обра-
зом:

Ĥ = −Jx
∑

x−links

σxi σ
x
j − Jy

∑
y−links

σyi σ
y
j − Jz

∑
z−links

σzi σ
z
j . (1)
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Для анализа данного гамильтониана удобно перейти от спиновых
операторов к Майорановским фермионам, используя преобразование

σxj = ibxj cj, σyj = ibyjcj, σzj = ibzjcj. (2)

Данное преобразование сохраняет коммутационные соотношения
матриц Паули, однако для соблюдения свойства σxj σ

y
jσ

z
j = i на опе-

раторы bxj , b
y
j , b

z
j , cj накладывается дополнительное условие

Dj = bxj b
y
jb

z
jcj = 1. (3)

Состояния, для которых оно выполняются, будем называть физиче-
скими.

В результате данного преобразования произведение двух матриц
Паули переходит в −bαj cjbαkck. Заметим, что оператор ûjk = ibαj b

α
k , со-

ответствующий взаимодействию вдоль одного ребра решетки, ком-
мутирует с гамильтонианом, однако не сохраняет условие (3). Произ-
ведение Wp = ûjkûklûlmûmnûniûij этих операторов, соответствующих
6 ребрам, образующим один шестиугольник, коммутирует с гамиль-
тонианом и переводит физические состояния только в физические
[2].

В основном состоянии все операторы ûjk равны 1 (для случая
Jx, Jy, Jz > 0) [2]. Для получения спектра вблизи минимальной энер-
гии рассматриваем состояния, в которых данные операторы равны
1. Тогда гамильтониан становится квадратичным по cj и может быть
записан в виде H = i

4

∑
j,k Ajkcjck, где Ajk равны соответствующим

константам связи (рис. 1). Трансляционная инвариантность позво-
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ляет совершить переход в фурье-представление

aq,λ =
1√
2N

∑
s

e−i(q,rs)csλ. (4)

После преобразования гамильтониан имеет вид

H =
1

2

∑
q,λ,µ

iAλµ (q) a−q,λaq,µ,

iAλµ (q) =

Ç
0 if (q)

−i f (q)∗ 0

å
,

f (q) = 2
Ä
Jxe

i(q,n1) + Jye
i(q,n2) + Jz

ä
,

n1 =

Ç
1

2
,

√
3

2

å
, n2 =

Ç
−1

2
,

√
3

2

å
,

(5)

где λ и µ обозначают принадлежность узла, на котором действует
оператор, к черной или белой подрешетке.

В результате диагонализации получается спектр возбуждений

ε (q) = ±2
∣∣∣Jxei(q,n1) + Jye

i(q,n2) + Jz

∣∣∣ . (6)

Если для Jx, Jy, Jz выполняется неравенство треугольника, то су-
ществуют два возбуждения с нулевой энергией и соответствующие
им волновые вектора противонаправлены и равны по модулю. Обо-
значим их как ±q∗.
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1.2 Приложение внешнего поля

Теперь построим спектр для Jx = Jy = Jz = J при приложении
слабого магнитного поля

V = −
∑
j

Ä
hxσ

x
j + hyσ

y
j + hzσ

z
j

ä
, hx, hy, hz ≪ J. (7)

Первый и второй порядки теории возмущений качественно не
влияют на спектр [2], поэтому остановимся на третьем порядке. Про-
изведения матриц Паули вида σαj σ

α
kσ

β
l всегда представимы в виде

произведения возмущений первого и второго порядка и не влияют
на спектр. Остаются слагаемые вида σxj σ

y
kσ

z
l . Введем коэффициент

κ, возникающий при суммировании по промежуточным состояниям,
для которых σαj (α = x, y, z) отлично от 0. Каждое из этих состояний
имеет энергию ∼ J [2], поэтому κ ∼ −hxhyhz

J2 . В таком случае

V (3) = −κ
∑
j,k,l

σxj σ
y
kσ

z
l . (8)

Это произведение не распадается на независимые слагаемые ес-
ли i, j и k - это три узла, соединенные двумя ребрами или три узла
вокруг четвертого. Второй случай соответствует 4-х частичному вза-
имодействию, и не влияет на спектр [2]. Мы рассматриваем только
произведения первого типа. В фермионном представлении выраже-
ние (8) записывается как

κσxj σ
y
kσ

z
l = −iκbxj cjb

y
kckb

z
l cl = iκûjlûklDlckcj = iκckcj. (9)

Эти слагаемые соответствуют связям между соседними фермио-
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нами одной подрешетки. Тогда при переходе в фурье-представление
в гамильтониане появляются новые матричные элементы ∆(q) =

4κ (sin (q,n1) + sin (q,−n2) + sin (q,n2 − n1)), возникающие из-за сла-
гаемых вида (9)

iAλµ (q) =

Ç
∆(q) if (q)

−i f (q)∗ −∆(q)

å
. (10)

С учетом новых слагаемых спектр возбуждений вблизи q∗ при-
нимает вид

ε (q) = ±
√
3J2δq2 +∆2, δq = q− q∗, ∆ = 6

√
3κ. (11)

1.3 Граница типа zigzag

Наличие щели в объемном спектре приводит к отсутствию объем-
ных фермионов в основном состоянии системы. Однако из тополо-
гических соображений на границе должна существовать мода с ну-
левой энергией. Рассмотрим решетку модели Китаева, занимающую
нижнюю полуплоскость, и имеющую границу при y = 0 (рис. 2).
Гамильтониан данной системы

H =
i

4

∑
j,k

Âj,kcjck + hz
∑
j

ibzjcj + iκ
∑
j,k

B̂j,kcjck (12)

содержит три слагаемых разного порядка малости.
Первое слагаемое аналогично невозмущенному гамильтониану мо-

дели Китаева (6), за исключением отсутствия z-связей у верхнего ря-
да узлов. Третье слагаемое соответствует вкладу (9) и имеет третий
порядок малости по h. Второе слагаемое первого порядка малости по
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x

y

Рис. 2: Граница шестиугольной решетки типа zigzag

h соответствует вкладу неспаренных σz операторов верхнего ряда.
Данная система трансляционно инвариантна вдоль оси x, что поз-

воляет совершить преобразование Фурье по этой координате

cqx,0 = bzqx =
1√
L

∑
i

e−iqxxibzi ,

cqx,n =
1√
L

∑
i

e−iqxxici,n,
(13)

где n - номер ряда узлов, указанный на (рис. 3), xi - пространствен-
ная координата i-ого узла.

В результате данного преобразования происходит переход от фер-
мионов, связанных с узлами решетки к фермионам, характеризую-
щим ряды узлов. Каждое состояние системы задается набором чисел
u0, u1, u2, . . ., которые определяют коэффициенты разложения этого
состояния по фермионам «рядов». В новом представлении гамильто-
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ниан имеет вид

H =
i

4

∑
qx,n,k

An,k (qx) cqx,ncqx,k, (14)

iAn,k (qx) =



0 iγ 0

−iγ α is −β
0 −is −α ir β

−β −ir α is −β

β −is −α ir
. . .

−β −ir α
. . .

. . .
. . .

. . .


, (15)

r = 2J,

s = −4J cos
qx
2
,

α = 4κ sin qx, (16)

β = 4κ sin
qx
2
,

γ = −2hz.

Данные выражения были получены Китаевым в статье [2]. Там
же приведен качественный вид спектра подобной системы. В данной
работе мы аналитически исследуем краевые решения этой модели.

Рассмотрим для начала случай нулевого магнитного поля hz =

κ = 0. Найдем собственные состояния данного гамильтониана с ну-
левой энергией, локализованные на границе.

При h = 0 слагаемые, содержащие cqx,0, зануляются и при любых
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импульсах qx существует нулевая мода

ψ1 =



C1

0

0

0

0

0
...


. (17)

Исходя из вида гамильтониана (15) при r/s > 1 существует еще
одно локализованное на границе нулевое решение. В области 2π/3 <

qx < 4π/3 состояние

ψ2 =



0

C2

0

−2 cos qx
2 C2

0

4 cos2 qx
2 C2

...


(18)

является собственным вектором матрицы (15) с нулевым собствен-
ным значением. При этом модули его компонент затухают с увели-
чением номера ряда, которому они соответствуют.

В дальнейшем удобно отдельно рассматривать область импульсов
с одной и с двумя граничными модами.
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1.3.1 Решение в одномодовой области

Сперва рассмотрим импульсы |qx| < 2π/3. Для нахождения спектра
краевых состояний воспользуемся теорией возмущений, считая ма-
лыми слагаемые ∼ κ ∼ h3z/J

2. В этом случае гамильтониан нулевого
приближения имеет вид

H =
i

4

∑
qx,n,k

An,k (qx) cqx,ncqx,k,

iAn,k (qx) =



0 iγ 0

−iγ 0 is 0

0 −is 0 ir 0

0 −ir 0 is 0

0 −is 0 ir
. . .

0 −ir 0
. . .

. . .
. . .

. . .


.

(19)

Для данного гамильтониана можно найти точное собственное со-
стояние с нулевой энергией. Выражения для компонент собственного
вектора имеют следующий вид

u2k =
γ

s

(r
s

)k−1

u0,

u2k+1 = 0.
(20)

Модули амплитуд вероятности состояний изображены на (рис. 3).
Видно, что состояние сосредоточено в самом крайнем ряду фер-

мионов, а вклады остальных рядов подавлены как h/J и экспонен-
циально затухают при удалении от границы. Коэффициент u0 полу-
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Рис. 3: Распределение модулей амплитуд вероятности краевого со-
стояния при h = 0.6J, qx = 0. Амплитуды на черных узлах равны
0.

чается из условия нормировки волновой функции

1 =
∞∑
k=0

∣∣u2k∣∣ = ∣∣u20∣∣
(
1 +

γ2

s2

∞∑
k=0

∣∣∣r
s

∣∣∣2k) =
∣∣u20∣∣Å1 + γ2

s2 − r2

ã
. (21)

Теперь в первом порядке теории возмущений можно учесть сла-
гаемые, содержащие κ. Возмущение имеет вид

V =



0 0 0

0 4κ sin qx 0 −4κ sin qx
2

0 0 −4κ sin qx 0 4κ sin qx
2

−4κ sin qx
2 0 4κ sin qx 0 −4κ sin qx

2

4κ sin qx
2 0 −4κ sin qx 0

. . .

−4κ sin qx
2 0 4κ sin qx

. . .

. . .
. . .

. . .


.

(22)
Это возмущение создает добавку к энергии состояния (20), опре-
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деляемую формулой ε(1) (qx) =
∑

k ujVjkuk . Мода, имевшая в ис-
ходном гамильтониане (19) нулевую энергию, получает поправку к
энергии

ε1 (qx) = −h
2
zκ

J2

sin qx + tg qx
2

cos2 qx
2 − 1

4 +
h2
z

4J2

. (23)

Волновой вектор qx = 0 соответствует краевой моде с нулевой до-
бавкой к энергии. Таким образом существует нулевая краевая мода,
имеющая групповую скорость

vgr =
dε1 (qx)

dqx

∣∣∣∣
qx=0

= −h
2
zκ

2J2
. (24)

Знак групповой скорости и, соответственно, направление движения
краевой моды, зависит от знака κ ∼ hxhyhz.

1.3.2 Решение в двухмодовой области

Теперь перейдем к рассмотрению спектра в области 2π/3 < qx <

4π/3. Здесь основное состояние гамильтониана двукратно вырожде-
но при hz = 0. Добавление слагаемого

V̂ = 2ihz (c0c1 − c1c0) , (25)

имеющего первый порядок малости по hz, приводит к расщеплению
уровней энергии состояний (17) и (18). Секулярное уравнение на по-
правки к энергиям уровней имеет вид
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V̂ −ε (qx) · Î = 2ihz

…
1− 4 cos2

qx
2

Ç
0 1

−1 0

å
−
Ç
ε (qx) 0

0 ε (qx)

å
= 0.

(26)
Решением такого уравнения является спектр

ε2 (qx) = ±2hz

…
1− 4 cos2

qx
2

(27)

и правильные волновые функции нулевого приближения

U1 =

»
1− 4 cos2 qx

2 ψ2 + iψ1
√
2

,

U2 =

»
1− 4 cos2 qx

2 ψ2 − iψ1
√
2

.

(28)

Видно, что в данной области энергия краевой моды имеет поря-
док hz. При волновых векторах вдали от точек ±2π/3 энергия не
обращается в 0, что подтверждает существование ровно одной крае-
вой моды с нулевой энергией (случай вблизи точек ±2π/3 рассмотрен
далее).

Основываясь на результатах последних пунктов можно построить
спектр краевых мод (рис. 4). Синим цветом изображен спектр в од-
номодовой области (23), оранжевым - спектр в двухмодовой области
(27), а серым - спектр объемных состояний (11). Данный результат
согласуется с качественным спектром, приведенным в статье Китае-
ва [2], за исключением поведения вблизи точек qx = ±2π/3. Следую-
щий пункт посвящен описанию спектра краевых мод в этой области.
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Рис. 4: Спектр краевых мод для границы типа zigzag

1.3.3 Решение вблизи точек qx = ±2π/3

Данные рассуждения не влияют на основную цель анализа краевых
мод - исследование низкоэнергетических краевых состояний, и при-
ведены для более полного описания спектра.

При qx → ±2π/3 спектр объемных мод имеет вид ε (qy) = ±
√

3J2δq2 +∆2,
где δq = qy − q∗y, q∗y - волновой вектор, при котором энергия объ-
емной моды принимает минимальное значение ∆ = 6

√
3κ согласно

(11). Из соображений непрерывности ветвь спектра, соответствую-
щая краевой моде, в точке qx = 2π/3 в верхней полуплоскости и
точке qx = 4π/3 в нижней должна становиться частью объемного
спектра, так как ε (qx) непрерывен, а число краевых мод в этой об-
ласти уменьшается на 1.

В двух оставшихся точках энергия краевой моды из области |qx| <
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2π/3 (23) принимает то же значение ε (2π/3) = 6
√
3κ, что и объём-

ная мода. Из-за подобного совпадения по энергиям необходимо учи-
тывать более высокие порядки теории возмущений, создающие рас-
щепление между объемными состояниями и граничной модой. По-
пробуем разными способами оценить данную поправку.

Заметим, что при самых малых δq энергии объемных мод ε (q) =
±
√
3J2δq2 +∆2 становятся одного порядка с энергией граничной мо-

ды. Это верно для импульсов, отличающихся на ∼ κ/J от импульса
граничной моды. При κ/J ≪ |δqx| ≪ hz/J полученный по теории
возмущений спектр (23) остается верным в главном порядке, поэто-
му при приближении к точке перехода энергия моды всё ещё прини-
мает значения, близкие к ∆. В этой области энергия краевой моды
отличается от ∆ на δε, κ2 ≪ δε ≪ ∆ (рис. 4). Например при |δqx|,
близком к κ/J , возникающая щель δε ∼ ∆κ/hz ∼ h5z/J

4. Так как
при |δqx| < κ/J нет причин для резкого изменения энергии краевой
моды, то и при qx = 2π/3 стоит ожидать δε того же порядка.

Для следующей оценки будем считать, что краевое состояние
при qx = 2π/3 экспоненциально затухает в объем с некоторой глу-
биной проникновения l и имеет некоторую энергию ϵ = ∆ − δε.
При этом, исходя из предыдущей оценки, ожидаем, что δε мало
по сравнению с ∆. В объеме спектр вблизи минимума имеет вид
ε (δq) =

√
3J2δq2 +∆2. Тогда мнимая часть волнового вектора кра-

евой моды δq = ±i√
3J

√
∆2 − ϵ2, а глубина проникновения данного со-

стояния l =
»

3J2

∆2−ϵ2 ≈
»

3J2

2δε∆ .
Для получения локализованной на границе моды домножим на

A · e−yi/l коэффициенты разложения краевой моды (20) по операто-
рам ci (13). A определяется из условия нормировки. Исходя из вида
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гамильтониана (15) крайний ряд c0 должен входить с коэффициен-
том в A · e−y0/l · h/J . Условие нормировки для A:

A2

Ñ
J2

h2
+

∞̂

0

dy e−2y/l

é
= 1,

A =
1»

J2

h2 +
l
2

≈
…

2

l
.

(29)

И состояние имеет вид

ψ2π/3 =

…
2

l



J
h

0

e−1/l

0

−e−2/l

0
...


. (30)

Вычислим энергию данной краевой моды по теории возмущений
способом, аналогичным получению спектра (23). Будем считать, что
она равна усреднению возмущения (22) по состоянию (30). Тогда все
ряды, за исключением c0, дают вклад в энергию состояния ∆, а c0
имеет нулевую энергию. В этом случае энергия такой моды

ϵ = ∆

Å
1− J2A2

h2

ã
= ∆

Ç
1− 2J2

h2

…
2δε∆

3J2

å
. (31)
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Откуда получается выражение

δε = ∆− ϵ = ∆
2J2

h2

…
2δε∆

3J2

δε =
8J2∆3

3h4
∼ h5

J4
.

(32)

Видно, что полученная формула дает ответ того же порядка, что и
экстраполяция формулы (23), описанная выше. Данная оценка ра-
ботает в области δqx ∼ κ/J , так как при больших отклонениях на-
рушается вид объемного спектра (11).

Приведенные рассуждения позволяют аналитически описать по-
ведение краевых состояний для границы типа zigzag. Нулевая кра-
евая мода имеет глубину проникновения порядка размера ячейки
решетки, что позволяет моделировать поведение данные состояния
используя небольшое число рядов решетки модели Китаева.

1.4 Граница типа armchair

Теперь рассмотрим второй тип границы шестиугольной решетки (рис.
5). Для данного края опять имеется трансляционная инвариантность
вдоль границы структуры, что позволяет перейти в Фурье представ-
ление способом, аналогичным (13). В этом случае, однако, необходи-
мо помнить, что в каждом горизонтальном ряду имеется два типа
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Рис. 5: Граница шестиугольной решетки типа armchair

узлов, поэтому преобразование имеет вид

cqx,0 = bxqx,w =
1√
L

∑
i

e−iqxxibxi,w,

cqx,1 = byqx,b =
1√
L

∑
i

e−iqxxibyi,b,

cqx,2k =
1√
L

∑
i

e−iqxxici,w,n,

cqx,2k+1 =
1√
L

∑
i

e−iqxxici,b,n.

(33)

Здесь индексы w и b обозначают принадлежность к белой и черной
подрешеткам, а индексы 2k и 2k+1 соответствуют рядам подрешеток
(рис. 5).

В этом представлении гамильтониан записывается следующим
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образом

H =
i

4

∑
qx,n,k

An,k (qx) cqx,ncqx,k,

iAn,k =



0 0 0 −iγ∗ 0

0 0 iγ 0 0 0

0 −iγ∗ 0 −ir iα −is∗ iκ

iγ 0 ir∗ 0 is −iα 0 iκ

0 0 −iα −is∗ 0 −ir iα −is∗
. . .

0 is iα ir∗ 0 is −iα
. . .

−iκ 0 −iα −is∗ 0 −ir
. . .

−iκ is iα ir∗ 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .



(34)

r = Jeiqx/3,

s = Jeiqx/6, (35)

α = 2κ cos
(qx
2

)
,

γ = heiqx/6.

Для упрощения выражений в данном разделе также положим hx =

hy = hz = h. Это не приведет к качественному изменению получае-
мых результатов, однако сильно упростит вычисления.

Рассмотрим данный Гамильтониан при h = κ = 0. При всех qx
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существуют две краевые моды с нулевой энергией

V1 =



1

0

0

0

0

0
...


, V2 =



0

1

0

0

0

0
...


. (36)

Посмотрим, как изменяются энергии данных состояний при учете
слагаемых порядка h. Первый порядок теории возмущений не созда-
ет поправок к энергии граничных мод (36), так как не содержит мат-
ричных элементов между состояниями V1 и V2. Второй порядок тео-
рии возмущений содержит суммирование по объемным модам с энер-
гиями ∼ J , поэтому возникающие поправки имеют порядок ∼ h2/J .
При анализе собственных векторов матрицы (34) получается, что
для решетки типа armchair не существует локализованных на гра-
нице решений, подобных (20). Локализованные на границе решения
возникают только при учете слагаемых порядка κ, однако в этом слу-
чае Гамильтониан становится слишком сложным для поиска точных
решений.

Можно построить приблизительный вид спектра краевых состоя-
ний, используя следующие соображения. Оба объемных состояния с
минимальной энергией (11) в данном случае достигаются при qx = 0.
Аналогично рассуждениям, приведенным для zigzag, одна из ветвей
спектра краевой моды вблизи этой точки может становиться частью
объемного спектра (рис. 6). Гамильтониан (34) симметричен относи-
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Рис. 6: Численный спектр краевой моды для границы типа armchair
при h = 0.3, κ = 0.027, J = 1

тельно точки qx = 0. Из топологических соображений должно суще-
ствовать одно граничное состояние, и, соответственно, оно должно
быть единственным при данном qx. В силу симметрии относительно
qx = 0 нулевой моде могут соответствовать всего два qx: qx = 0 и
qx = π. Однако при всех qx за исключением узкого участка вблизи
qx = 0 существуют две краевые моды. Следовательно для нулевой
краевой моды qx = 0.

Попробуем получить групповую скорость нулевой моды. Для это-
го найдем нулевое решение для qx = 0, а затем в первом порядке
теории возмущений получим поправку к энергии при малом qx. Объ-
емный спектр моды (11) позволяет получить условие на волновой
вектор подобного состояния δqy = ±i ∆√

3J
. Так как решение должно

убывать при y → −∞, то δqy = − i√
3
∆
J . При данном направлении

осей необходимо поменять местами компоненты qx и qy вектора q∗.
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Тогда, согласно (6), q∗y = π ± π
3 . Уравнение на нулевую собственную

моду в объеме можно записать какÇ
∆ if (q∗)

−i f (q∗)∗ −∆

åÇ
αw

αb

åÄ
e

2πi
3 y + λe−

2πi
3 y
ä
e

∆y√
3J = 0. (37)

В данном случае f (q∗ + δqyey) = i∆, то есть αw = αb.
Коэффициент λ можно получить, используя граничное условие

при y = 0. Отсутствие узлов решетки при y > 0 требует равенства 0
моды на рядах, находящихся выше, чем ряды 2 и 3 (нумерация рядов
указана на (рис. 5)). Для этих узлов y =

√
3/2, откуда волновая

функция имеет вид

ψ0 = A

Ç
1

1

å
sin

Å
2π

3

Ä
y −

√
3/2
äã

e
∆y√
3J . (38)

Таким образом коэффициенты рядов 0 и 1 равны 0.
Отличие оператора (34) от гамильтониана полной плоскости, с

учетом показанного выше граничного условия, проявляется в отсут-
ствии слагаемых порядка κ у рядов 2 и 3. При qx = 0 эти слагаемые
для белых и черных узлов имеют одинаковые модули и разные знаки,
поэтому их суммарный вклад в энергию состояния равен 0. Попро-
буем оценить влияние этого отличия от непрерывной плоскости на
групповую скорость по теории возмущений. Глубина проникновения
краевого состояния ∼ J/κ, поэтому коэффициенты данного разло-
жения в крайних рядах ∼ κ/J . Отсюда матричный элемент возму-
щения, затрагивающего лишь крайний ряд, будет мал как κ2/J2. Это
позволяет не учитывать граничные эффекты при вычислении груп-
повой скорости краевой моды.
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Определим A из условия нормировки. Так как ∆ ≪ J , то при
усреднении sin2

(
π
3y
)

можно заменить на 1/2. В результатеA =
»

2
√
3 J
∆ .

Теперь найдем возмущение, возникающее при малом qx. Функцию
f (q∗) можно разложить как

2J

Ç
exp

Ç
i
√
3qx
2

+
iqy
2

å
+ exp

Ç
i
√
3qx
2

− iqy
2

å
+ 1

å
≈

≈ 2J

Ç
−2 cos

(π
3

)Ç
1 +

i
√
3qx
2

å
+ 1

å
.

(39)

То есть искомое разложение f (q∗ + δqxex) = iJ
√
3δqx. В этом случае

групповая скорость

vg =
1

δqx

Ä
1√
2

1√
2

äÇ 0 −J
√
3δqx

−J
√
3δqx 0

å(
1√
2
1√
2

)
= −J

√
3.

(40)
Вклад, возникающий из разложения ∆(q), равен 0, так как матрич-
ные элементы сокращают друг друга.

Полученные результаты позволяют сделать некоторые оценки о
поведении краевой моды для границы типа armchair. Состояния с
энергией, близкой к нулю, обладают большой глубиной проникно-
вения, что затрудняет экспериментальную реализацию подобных со-
стояний на структуре сверхпроводниковых кубитов. Глубина проник-
новения уменьшает силу взаимодействия с внешними кубитами 2.2,
а большая скорость движения моды затрудняет проведение опера-
ции обмена 2.3. Дальнейшие рассуждения приведены для границы
типа zigzag. Экспериментально реализовать край только одного типа
можно, например, в треугольном или шестиугольном образце.
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2 Операции с краевыми модами

Для проведения экспериментов с краевыми модами необходимо из-
ложить способ переплетения двух мод и обмена краевой моды с
внешним кубитом. В данном разделе приведены способы проведе-
ния подобных операций для наиболее низкоэнергетических мод гра-
ницы типа zigzag. В качестве возможных управляемых воздействий
на границу рассмотрены приложение магнитного поля к одному или
нескольким спинам решетки и регулируемое взаимодействие между
спином решетки и внешним кубитом.

Краевой модой в данном разделе называется волновой пакет, яв-
ляющийся суммой нескольких собственных мод

Ψ =
∑
qx

f (qx)ψqx. (41)

При этом f (qx) выбрано так, что в координатном пространстве Ψ

локализовано на участке длины S, но при этом в импульсном про-
странстве f (qx) отлично от 0 только в области, где спектр краевых
мод (23) можно считать линейным. При выполнении данных условий
волновой пакет Ψ перемещается вдоль края с групповой скоростью
(24).

2.1 Локальное магнитное поле

Для начала рассмотрим наиболее простой тип возмущения. В до-
полнение к постоянным эффективным полям hx, hy, hz приложим к
одному из спинов крайнего ряда поле h, направленное вдоль оси z.
Подобное возмущение можно записать через локальные фермионы
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(2) в виде
V = hσzj = ihbzjc1,j. (42)

Используя трансляционную инвариантность невозмущенной си-
стемы вдоль границы можно перейти в Фурье представление (13).
После преобразования данное возмущение имеет вид

V = ih
1

L

∑
qx,kx

eiqxrjbzqxe
ikxrjc1,kx. (43)

Положим rj = 0 и посмотрим на поправки к энергиям краевых
состояний ψqx (20), возникающие из

V = ih
1

L

∑
qx,kx

bzqxc1,kx (44)

Действие оператора c1,kx на любое состояние ψqx дает 0, поэтому
в первом порядке теории возмущений поправок к энергии не возни-
кает. Второй порядок теории возмущений в координатном представ-
лении имеет вид

V (2) = h2bzj
∑
l

αl

εl
bzj , (45)

где αl - коэффициенты разложения оператора c1,kx по объемным со-
стояниям, а εl - энергии объемных состояний. Так как bzj

2 = 1, то
данное возмущение добавляет постоянную величину к гамильтониа-
ну, то есть не влияет на поведение краевых состояний системы.

Данный эффект можно интерпретировать используя аналогию с
рассеянием на примеси. Здесь рассматривается одномерная система
(край) с локальной неоднородностью. Налетающая частица (краевая
мода) может рассеяться и перейти в другое состояние с той же энер-
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гией. Однако из-за киральности существует лишь одно граничное со-
стояние, поэтому подобная неоднородность не вызывает переходов,
а лишь приводит к набегу фазы при её преодолении.

Теперь рассмотрим случай, когда подобные возбуждения прило-
жены к соседним узлам на краю решетки

V = hσzj + gσzj+1 = ihbzjc1,j + igbzj+1c1,j+1. (46)

Первый порядок теории возмущений остается равным 0. Во вто-
ром порядке остаются слагаемые вида (45), а также возникают пе-
рекрестные члены

hg
∑
l

αl

εl

∑
qx

î
eiqx(rj−rj+1)bzqxb

z
−qx

− eiqx(rj+1−rj)bzqxb
z
−qx

ó
.

При малых qx. это возмущение имеет вид v′g
∑

qx
qxb

z
qx
bz−qx

, то есть
локально изменяет групповую скорость краевых мод.

При приложении подобного поля на большем участке границы
изменение групповой скорости можно получить с использованием
формулы (24). Если участок достаточно длинный, то на удалении
от его границ поведение системы описывается гамильтонианом (14)
с измененными κ и hz. В таком случае и групповая скорость (24)
изменяется в данной области, что позволяет управлять движением
краевой моды вдоль границы, регулируя компоненты внешнего поля
hx, hy, hz.
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2.2 Подключение внешних кубитов

Теперь рассмотрим взаимодействие одного из краевых спинов решет-
ки с внешней двухуровневой системой. Введем коэффициенты связи
λi, так, что взаимодействие описывается возмущением

V =
∑

i=x,y,z

λiσ
i
extσ

i
0,j = cext

∑
i=x,y,z

λib
i
extb

i
jc1,j. (47)

Оператор c1 все также даст 0 и влияние возмущения будет возни-
кать только во втором порядке. Аналогично описанному выше слу-
чаю подобное воздействие не будет приводить к изменению спектра
краевых состояний.

Если же подключить внешний кубит к спину из второго ряда
(рис. 3), то возмущение будет содержать оператор рождения краево-
го состояния (20) с коэффициентом hz

2J . Тогда, исключая изменения
групповой скорости и сдвиги по энергии, слагаемое будет иметь вид

∼ λcext
hz
J
ψj. (48)

Где ψj = 1/
√
L
∑

qx
e−iqxxjψqx. Подключив кубит к нескольким по-

следовательным узлам, можно устроить взаимодействие

∼ λcext
hz
J

∑
j

f̃ (xj)ψj. (49)

Выбрав f̃ (xj) так, что
∑

j f̃ (xj)ψj =
∑

qx
f (qx)ψqx = Ψ, можно

получить взаимодействие

∼ λcext
hz
J
Ψ. (50)
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Подобное слагаемое будет приводить к обмену операторов cext и Ψ,
как показано в пункте 2.3.

2.3 Проведение операции обмена

Рассмотрим теперь, как слагаемые вида (50) приводят к обмену май-
орановских операторов. Операцией обмена операторов γ1 и γ2 назы-
вается преобразование U , такое, что

U †γ1U = γ2,

U †γ2U = −γ1.
(51)

Покажем, что эволюция под действием гамильтонианаH = αγ1γ2, α ∈
R в течение некоторого времени t приводит именно к такому обмену.
Перепишем оператор эволюции в виде

UH = exp (−iHt) = exp (−iαγ1γ2t) = cos (αt)− sin (αt) γ1γ2. (52)

Проверим его действие на операторы γ1 и γ2:

U †
Hγ1UH = cos2 (αt) γ1 + sin (αt) cos (αt)

[
γ1γ2γ1 − γ21γ2

]
−

− sin2 (αt) γ1γ2γ
2
1γ2 =

[
cos2 (αt)− sin2 (αt)

]
γ1 − 2 sin (αt) cos (αt) γ2,

(53)
U †
Hγ2UH =

[
cos2 (αt)− sin2 (αt)

]
γ2 + 2 sin (αt) cos (αt) γ1. (54)

При t = −π/4α для UH верны свойства (51), то есть он является
оператором обмена.

Таким образом, взаимодействие кубита с несколькими спинами
границы (50) в течение определенного промежутка времени приво-
дит к обмену состояний cext и Ψ. При этом краевая мода Ψ постоянно
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Рис. 7: Переплетение двух кубитов

перемещается вдоль границы решетки со скоростью vg (24), однако,
если сила взаимодействия достаточно велика, то смещение состоя-
ния за время обмена будет пренебрежимо мало. Так как в групповая
скорость имеет порядок малости ∼ h5/J4, то в большинстве случаев
подобное приближение будет верным.

Описанные операции позволяют перенести состояние с внешнего
кубита на нулевую моду на границе модели Китаева. Затем мож-
но произвести автоматическое переплетение данного состояния Ψ1

с другим состоянием Ψ2, бегущим по этой же границе (рис. 7). За
некоторое время моды Ψ1 и Ψ2 поменяются местами в пространстве,
двигаясь вдоль границы, и таким образом совершат переплетение
аналогично [1]. При этом можно регулировать скорость движения
краевых мод, прикладывая эффективное магнитное поле 2.1. После
проведения подобной операции можно взаимодействием (50) перене-
сти краевое состояние на внешний кубит для проведения измерений.
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3 Сверхпроводниковая реализация моде-
ли Китаева

На данный момент обнаружено несколько веществ, в которых экспе-
риментально реализуется модель Китаева [3]. Однако создание регу-
лируемого взаимодействия с внешними кубитами, необходимого для
генерации краевых мод, требует операций с отдельными спинами
решетки. Для экспериментальной реализации подобных взаимодей-
ствий можно использовать структуру сверхпроводниковых кубитов
[7, 6].

Для моделирования структуры, использованной в данной работе,
можно использовать модель, описанную в статье [6]. Правильным
выбором параметров приведенной схемы можно реализовать B-фазу
модели Китаева, в которой будет выполняться неравенство треуголь-
ника для констант взаимодействия Jx, Jy, Jz. Согласно (6) в этом слу-
чае при отсутствии магнитного поля существует вырожденная фер-
мионная мода, что позволяет применять рассуждения, описанные в
первой и второй частях данной работы.

В данную структуру необходимо внести два уточнения для со-
ответствия приведенным ранее вычислениям. Во-первых, в указан-
ной реализации Jy < 0. Знак констант взаимодействия не влияет на
невозмущенный спектр (так как может изменен выбором собствен-
ных состояний ûjk), но значительно изменяет вклад магнитного поля,
зависящий от ûjkûkl (9). Во-вторых, в приведенной в [6] модели могут
быть отличны от нуля только компоненты эффективного магнитного
поля hx и hz. Для создания структуры с щелью в объемном спектре
все три компоненты поля должны быть отличны от 0 (11). Данный
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Рис. 8: Зарядовый кубит

раздел будет посвящен описанию структуры, позволяющей модели-
ровать эффективное взаимодействие с положительной константой Jy
и добавляющей третью компоненту магнитного поля hz.

3.1 Структура кубита

Для моделирования двухуровневой системы можно использовать сверх-
проводниковый зарядовый кубит [8]. Этот сверхпроводящий виток с
током (рис. 8), содержащий два джозефсоновских контакта, описы-
вается гамильтонианом

Ĥ = 4EC (n̂− ng)
2 − EJ1 cos (Ψ1 −Ψ2)− EJ2 cos (Ψ2 −Ψ1 + Φext) ,

(55)
где Ec = 2e2/Cg, ng = CgVg/2e, а Cg, Vg, EJ1 и EJ2 обозначены на
(рис. 8). Первое слагаемое соответствует зарядовой энергии конден-
сатора, а второе и третье - энергиям Джозефсоновских контактов.
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Комбинируя последние слагаемые можно получить выражение

Ĥ = 4EC (n̂− ng)
2 − (EJ1 + EJ2) cos (Ψ2 −Ψ1) cos

Å
Φext

2

ã
−

− (EJ2 − EJ1) sin (Ψ2 −Ψ1) sin

Å
Φext

2

ã
.

(56)

Для зарядового кубита EC ≫ EJ1, EJ2 и основной вклад в энер-
гию определяется первым слагаемым (56). В таком случае наиболее
низкоэнергетические состояния - это собственные состояния опера-
тора n̂ соответствующие наличию или отсутствию дополнительной
куперовской пары между джозефсоновскими контактами. Выберем
эти два состояния в качестве состояний эффективного спина |↑⟩ и
|↓⟩. В таком случае оператором σz в этом базисе будет оператор

σz = 2n̂− 1. (57)

Разность фаз между двумя джозефсоновскими контактами φ̂ =

Ψ2−Ψ1 является сопряженной переменной для n̂ [9]. Токи, текущие с
разных сторон от контактов, пропорциональны sinφ и cosφ. Эти то-
ки эффективно «добавляют» и «убирают» электронные пары таким
образом, что

σx = 2 cosφ,

σy = −2 sinφ.
(58)

Для создания эффективного магнитного поля hy должно выпол-
няться условие EJ2 ̸= EJ1, что является основным отличием от
структуры из [6]. В нашем случае эффективные магнитные поля,
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действующие на спин имеют следующий вид:

hz = Ec

Å
ng −

1

2

ã
,

hx = −(EJ1 + EJ2)

2
cos

Å
Φext

2

ã
hy =

(EJ2 − EJ1)

2
sin

Å
Φext

2

ã
.

, (59)

3.2 Межкубитные взаимодействия

Для реализации шестиугольной модели Китаева требуется устроить
взаимодействия трех типов между описанными выше кубитами. Из
формул (58) и (57) видно, что взаимодействия σxi σxj и σyi σ

y
j пропорци-

ональны токам, текущим в сверхпроводящих витках [6], а взаимодей-
ствие σzi σzj зависит от заряда на участке между контактами. Наибо-
лее простым способом реализации первых двух взаимодействий яв-
ляется прямое индукционное взаимодействие соответствующих то-
ков соседних кубитов (рис. 9). Зарядовое взаимодействие можно ре-
ализовать, соединив кубиты конденсаторами.

Энергия, возникающая в результате индукционного взаимодей-
ствия токов соседних кубитов, имеет вид −MI1I2. В этом случае
константы связи Jx и Jy выражаются через параметры структуры

Jx =
1

4
M1

(EJ1 + EJ2)
2

Φ2
0

sin2
Å
Φext

2

ã
,

Jy =
1

4
M2

(EJ2 − EJ1)
2

Φ2
0

cos2
Å
Φext

2

ã
.

(60)
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Рис. 9: Структура кубитов, моделирующая модель Китаева

Соединение кубитов конденсатором порождает связь

Jz =
4e2

Cint
. (61)

Где M1,M2 и Cint обозначены на (рис. 9).
Правильным выбором параметров кубитов можно создать струк-

туру, обладающую тем же гамильтонианом, что и шестиугольная
модель Китаева с внешним магнитным полем (12). Для реализации
управляемых взаимодействий (47) можно использовать спаривание
кубитов через общий LC-контур с изменяемой частотой [10].

Приведенные рассуждения показывают возможный способ экс-
периментальной реализации описанных моделей с использованием
сверхпроводниковых кубитов.
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Заключение

В данной работе исследовано поведение краевых мод в модели Кита-
ева для двух типов границы - zigzag и armchair, показано проведение
операции переплетения полученных состояний и предложен способ
экспериментальной реализации описанной структуры. Полученные
результаты могут быть использованы для экспериментального на-
блюдения киральных краевых состояний и могут использоваться в
топологических квантовых вычислениях.

Целью дальнейшего исследования может стать изучение влияния
различных внешних шумов, неоднородностей структуры и ограни-
ченности размеров образца на поведение краевых мод. Эти резуль-
таты позволят теоретически оценить время когерентности краевых
мод и необходимые параметры структуры сверхпроводниковых куби-
тов, позволяющих экспериментально реализовать подобную модель.
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